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Die se s Inte rak tive  Sch ulbuch  e ntstand im  Rah m e n e ine r W isse nsch aftlich e n H ausarbe it 
zur Erste n Staatsprüfung für das Am t de s Le h re rs m it fach w isse nsch aftlich e r Ausbil-
dung in zw e i Fäch e r zu de m  Th e m a:

„Ne ue  Me die n im  Ph ysik unte rrich t - Entw ick lung e ine r inte rak tive n Le rnum ge bung 
zur nich tline are n Ph ysik “

Th e m e nstelle r und Be tre ue r w ar Prof. Dr. V. Nordm e ie r vom  Institut für die  Didak tik  
de r Ph ysik  an de r FU Be rlin.

Die  fach be zoge ne n Te xte  und Grafik e n im  Inte rak tive n Sch ulbuch  „Nich tline are  Dyna-
m ik “ stam m e n m it fre undlich e r Ge ne h m igung von Prof. Dr. V. Nordm e ie r.

Boris Sch ae fe r

Be rlin, im  Nove m be r 2006

Vorw ort
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Die  nich tline are  Ph ysik  h at sich  in w e nige n Jah rze h nte n zu e ine m  e tablie rte n 
Forsch ungsbe re ich  e ntw ick elt. Sie  trägt de r Tatsach e  Re ch nung, dass die  Be sch ränk ung 
auf line are  Z usam m e nh änge , w ie  sie  für die  k lassisch e  Ph ysik  abe r auch  für die  
Quante nm e ch anik  typisch  ist, zah lre ich e n Ph änom e ne n und Proble m e n nich t ge re ch t 
w ird.

Struk turbildung, Kom ple xität, Selbstorganisation, Ch aos, Frak tale ... das sind nur 
e inige  Th e m e nbe re ich e  de r m ode rne n Naturw isse nsch afte n, die  sich  nur m it H ilfe  de r 
nich tline are n Ph ysik  be sch re ibe n lasse n.

Auch  die  Sch ulph ysik  ist davon nich t unbe rüh rt ge blie be n. Ne ue re  Le h rpläne  
(Sch w arze nbe rge r e t al. 2005), Sch ulbüch e r (z.B. Boyse n e t al. 2000) und Z e itsch rifte n 
(z.B. UP 2006) sch lage n Z ugänge  zur nich tline are n Ph ysik  vor. In e ntspre ch e nde n 
Le rnproze ssstudie n w urde n unte rsch ie dlich e  Ansätze  für de n Ph ysik unte rrich t e rprobt 
und e valuie rt (vgl. z.B. Kom ore k  19 9 8; Korne ck  19 9 8, Bell 2003).

Oh ne  e ine  tie fe rge h e nde  Be w e rtung vorne h m e n zu w olle n, spre ch e n für die  Aufnah m e  
von Ele m e nte n de r nich tline are n Ph ysik  in de r Sch ule  zum inde st folge nde  Argum e nte :

Durch  die  Ause inande rse tzung m it Proble m e n de r nich tline are n Ph ysik  be ste h t die  
Möglich k e it, die  Sch ulph ysik  näh e r an die  ak tue lle  Forsch ung und an inte re ssante  
Proble m e  de r w isse nsch aftlich -te ch nisch e n und natürlich e n W elt h e ranzubringe n.

Ch aos und Struk turbildung

Lore nz-Attrak tor

Argum e nte  für die  
Aufnah m e  von 
Ele m e nte n de r 
nich tline are n 
Ph ys ik  in de r 
Sch ule

http://www.ibe.tu-berlin.de/%7Eschwa/download/paper/schwarzenberger_nordmeier_chaos_im_phu.pdf
http://www.friedrichonline.de/go/Sekundarstufe/Zeitschriften/Naturwissenschaften/Unterricht+Physik
http://www.cornelsen.de/cgi/WebObjects/KatalogPlus.woa/wo/3.44.6.9.0.0.1.0.1.0.0
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Bislang ausge k lam m e rte  Frage n w ie  e tw a:

  • W ie  k om m t e s zur se lbstorganisie rte n Entste h ung, Aufre ch te rh altung und 
Stabilisie rung k om ple xe r Syste m e  (Struk ture n) in de r bele bte n und unbele bte n 
Natur?

  • W ie  lasse n sich  solch e  Struk turbildungsvorgänge  m odellh aft e rfasse n?

  • W elch e r Z usam m e nh ang be ste h t zw isch e n Form  und Funk tion k om ple xe r 
Syste m e ?

  • Inw ie w e it lässt sich  das Ve rh alte n k om ple xe r Syste m e  vorh e rsage n?

k önne n an e infach e n Be ispiele n zugänglich  ge m ach t w e rde n.

Im  Folge nde n w e rde n Möglich k e ite n sk izzie rt, grundle ge nde  Ph änom e ne , 
Frage stellunge n und e xpe rim e ntelle  Unte rsuch unge n de r nich tline are n Ph ysik  in de n 
Ph ysik unte rrich t aufzune h m e n. 
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De te rm inistisch  und unvorh e rsagbar

Eine  de r größte n H e rausforde runge n de r nich tline are n Ph ysik  ist die  Be sch re ibung von 
Syste m e n, de re n Ve rh alte n im  Einzelne n unvorh e rsagbar ist. Dabe i spielt de r Z ufall e ine  
e ntsch e ide nde  Rolle .

Dazu e in Be ispiel: Es ge nügt, die  Dynam ik  e ine s (m it k le ine r Am plitude ) fre i 
sch w inge nde n Fade npe nde ls durch  e ine  Be w e gungsgle ich ung zu e rfasse n und die  
Anfangsbe dingunge n (Startpunk t und Startge sch w indigk e it) zu e ine m  be stim m te n 
Z e itpunk t fe stzustelle n, um  durch  bloße  Re ch nung Ort und Ge sch w indigk e it de s Pe ndels 
zu je de m  belie bige n ande re n Z e itpunk t vorh e rzusage n.

Nim m t m an e ine  k le ine  Modifik ation vor, inde m  m an de n e ise rne n Pe ndelk örpe r übe r 
dre i Daue rm agne te n sch w inge n lässt, so w ird se in Ve rh alte n unvorh e rsagbar. Das Pe ndel 
ve rh ält sich  dann äh nlich  w ie  e ine  Kugel in e ine m  Syste m  m it dre i ve rsch ie de ne n 
Mulde n. W e nn sie  am  Rand e ine r die se r Mulde n losgelasse n w ird, k om m t sie  an de re n 
tie fste n Punk t zur Ruh e . Starte t die  Kugel je doch  von e ine r h öh e re n Position, so 
sch e ite rt die  Vorh e rsage , in w elch e r de r Mulde n sie  sch lie ßlich  lande t.

Ansch aulich  k ann m an sich  die se s Ve rh alte n dadurch  k larm ach e n, dass die  Kugel übe r die  
‚W asse rsch e ide n’ zw isch e n de n e inzelne n Mulde n h inw e grollt. Dabe i k ann e s von 
w inzige n Unte rsch ie de n in de r Ge sch w indigk e it abh änge n, ob die  Kugel e ine  Sch e ide  
noch  übe rw inde t ode r zurück rollt. De sh alb k ann de r Start aus de r gle ich e n Position zu 
völlig ve rsch ie de ne n Z iele n füh re n. W ie  ge nau m an die  Anfangsbe dingunge n auch  zu 
re produzie re n ve rsuch t, e s ble ibt ste ts e ine  Unsch ärfe .

Fade npe nde l

Magne tpe nde l
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Nur be i une ndlich e r Präzision, die  in de r Re alität nich t zu ve rw irk lich e n ist, w äre  das 
Endve rh alte n re produzie rbar. Man sagt von solch e n Syste m e n, dass ih r Ve rh alte n 
se nsitiv von de n Anfangsbe dingunge n abh ängt. 

Man be re ch ne t m it H ilfe  de r ne w tonsch e n Be w e gungsgle ich unge n für je de n m öglich e n 
Startpunk t de n Z ielm agne te n, übe r w elch e m  das Pe ndel zur Ruh e  k om m t. Um  das 
Ve rh alte n grafisch  abzubilde n, w e rde n de n Z ielm agne te n z.B. die  Farbe n Blau, Gelb 
und Rot zuge ordne t. Die  Startpunk te  w e rde n je w e ils m it de r Farbe  de s Z ielm agne te n 
e inge färbt. Auf die se  W e ise  e rgibt sich  – e ntge ge n de r naive n Erw artung – e ine  se h r 
k om ple xe  ‚Landk arte ’ de r Einzugsbe re ich e  de r dre i Magne te n. Das be de ute t, dass 
k le inste  Abw e ich unge n in de n Anfangsbe dingunge n zu völlig ve rsch ie de ne n Traje k torie n 
(Bah ne n) und Endpunk te n füh re n k önne n.

Be trägt de r anfänglich e  Unte rsch ie d zw isch e n zw e i fast gle ich e n Bah ne n d, so w äch st 
e r nach  e ine r für das je w e ilige  Syste m  ch arak te ristisch e n Z e it t auf 10d. Nach  de r 
doppelte n Z e it 2t h at sich  die  Unsch ärfe  sch on auf 100d ve rstärk t, nach  3t auf 1000d 
usw. Be i e ine m  anfänglich e n Unte rsch ie d von nur e ine m  Atom durch m e sse r be trägt die  
Unsch ärfe  nach  10t sch on e tw a 100 Me te r! Je  k le ine r t ist, de sto sch nelle r m ach t sich  
die  Abw e ich ung be m e rk bar.

Be züglich  ih re r Anfangsbe dingunge n ve rh alte n sich  se nsitive  Syste m e  ge w isse rm aße n 
w ie  Mik rove rstärk e r, die  m ik rosk opisch  k le ine  Unte rsch ie de  e xpone ntiell ve rgröße rn 
und zu m ak rosk opisch e n Unte rsch ie de n anw ach se n lasse n. Es ist also „völlig unnütz, die  
Ge nauigk e it (m it de r die  Anfangsbe dingunge n fe stge stellt w e rde n) zu ve rgröße rn ode r 

Einzugsbe re ich e

de r e inze lne n Magne -
te n e ine s  Magne t-
pe nde ls

Laplace sch e r 
Däm on

De r Durch m e s s e r e ine s  Atom s 
be trägt e tw a 50 - 600 pm . Dabe i ist 
e in Pik tom e te r (pm ) das Billionste l 
e ine s  Me te rs : 1 pm  = 10 -12 m

http://de.wikipedia.org/wiki/Laplacescher_D%C3%A4mon
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sie  sogar zum  Une ndlich e n te ndie re n zu lasse n. Es ble ibt be i völlige r Unge w issh e it, sie  
ve rringe rt sich  nich t in de m  Maß, in de m  die  Ge nauigk e it zunim m t“ (Prigogine  e t al. 
19 9 1, S.55).

Dass be stim m te  Syste m e  in ih re m  Ve rh alte n nich t vorh e rsagbar sind, ist de n Ph ysik e rn 
sch on lange  be k annt. So be m e rk t e tw a Ge org Ch ristoph  Lich te nbe rg, dass m an die  
„Durch gänge  de r Ve nus voraus sage n (k ann), abe r nich t die  W itte rung und ob h e ute  in 
Pe te rsburg die  Sonne  sch e ine n w ird“ (Lich te nbe rg 19 80, S.281).

Be unruh igt w ar m an dadurch  alle rdings nich t. De nn m an sch rie b die  fak tisch e  
Unvorh e rsagbark e it de s W e tte rs und ande re r k om ple xe r Syste m e  de r m e nsch lich e n 
Unzulänglich k e it zu, aufgrund de r unübe rsch aubare n Z ah l von Variable n die  
Anfangsbe dingunge n zu be stim m e n.

Pie rre  Sim on Laplace  glaubte , dass die s je doch  für e ine n Däm on m it e ine r ge nüge nd 
präzise n Be obach tungsgabe  und übe rm e nsch lich e n re ch ne risch e n Fäh igk e ite n k e in 
Proble m  und dam it die  Vorh e rsage  im  Prinzip m öglich  se in sollte . Das Be ispiel de s 
obige n Pe ndels ze igt je doch , dass e s an de r Kom ple xität nich t lie ge n k ann. Auch  e xtre m  
e infach e  Syste m e  k önne n unvorh e rsagbar se in, w e il sie  aufgrund ih re r Nich tline arität 
se nsitiv sind.

Im  Folge nde n w e rde n e inige  Syste m e  be sch rie be n, an de ne n die  nich tline are n 
Eige nsch afte n m it e infach e n Mitteln e xpe rim e nte ll und/ode r th e ore tisch  unte rsuch t 
w e rde n k önne n.

Vide o

D ie  ak tue lle  Prognose  
de r Luftström unge n 
übe r Europa

Vide o

Das ak tue lle  W olk e n-
bild übe r Europa

Vide o

D ie  ak tue lle  Be w öl-
k ungsvorh e rsage  für 
Europa
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Be sonde rs inte re ssant sind Syste m e , de re n Ve rh alte n unvorh e rsagbar ble ibt. Das ist 
nur dann m öglich , w e nn das Syste m  nich t zur Ruh e  k om m t, also e ntw e de r k e ine  
Re ibung auftritt ode r das Syste m  ange trie be n w ird, so dass die  durch  Re ibung 
dissipie rte  Ene rgie  im m e r w ie de r e rse tzt w ird. 

Re ibungsfre ie  Syste m e  gibt e s in de r Re alität k aum . Das Sonne nsyste m  m it se ine n 
die  Sonne  pe riodisch  um k re ise nde n Plane te n k ann näh e rungsw e ise  als re ibungsfre i 
ange se h e n w e rde n. H e nri Poincaré k onnte  be re its ge ge n Ende  de s 19 . Jah rh unde rts 
ze ige n, dass sich  e in Syste m  von nur dre i H im m elk örpe rn ch aotisch  ve rh alte n k ann. 
Die  e ntspre ch e nde n Re ch nunge n k önne n h e ute  m it H ilfe  e ine s e infach e n 
Com pute rprogram m s durch ge füh rt w e rde n (sie h e  z.B. Köh le r e t al. 2001).

Für irdisch e  Ve rh ältnisse  sind dissipative  Syste m e  re alistisch e r. Für die  Belange  de s 
Ph ysik unte rrich ts be sonde rs ge e igne t sind Spielze uge , an de ne n sich  die  
w e se ntlich e n Aspe k te  de s nich tline are n Ve rh alte ns zum inde st q ualitativ e rarbe ite n 
lasse n (Rode w ald e t al.  19 86; Sch lich ting 19 88b, 19 9 0, 19 9 2a). Darübe r h inaus gibt 
e s ange trie be ne  ch aotisch e  Pe ndel, die  auch  q uantitative  Unte rsuch unge n ge statte n 
(vgl.: Back h aus e t al. 19 87; Eule r 19 9 5; W org 19 9 3). Einige  die se r Oszillatore n 
w e rde n im  Folge nde n k urz be sch rie be n.

Ch aotisch e  Sch w ingunge n

Ch aotisch e  Pe nde l 
und ph ys ik alisch e s  
Spie lze ug

Ch aotisch e  Syste m e
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Ein nich tline are s, e xze ntrisch e s Dre h pe ndel k ann auf e infach e  W e ise  aus e ine m  
Poh lsch e n Rad h e rge stellt w e rde n. Dazu m uss de r an e ine r Spiralfe de r be fe stigte  
sch w inge nde  Stab m it e ine r Z usatzm asse  ve rse h e n w e rde n bis e r k opflastig w ird 
und sich  im  Gle ich ge w ich tszustand zur e ine n ode r ande re n Se ite  ne igt. (Das 
Gravitationspote nzial spalte t sich  auf). An die se m  Dre h pe ndel k önne n auf 
e infach e  W e ise  die  w e se ntlich e n Grundlage n de r nich tline are n Ph ysik  e rarbe ite t 
w e rde n.

Die se s Syste m  ist m e h rfach  in de r fach didak tisch e n Lite ratur be sch rie be n w orde n, 
nach de m  e s zunäch st e xpe rim e ntell (Luch ne r e t al. 19 86) und (durch  Aufstellung 
und num e risch e  Lösung de r nich t-line are n Diffe re ntialgle ich ung) th e ore tisch  
(Back h aus e t al. 19 9 0) unte rsuch t w orde n ist.

Das Ve rh alte n de s Syste m s w ird in Form  e ine s Ordnungsparam e te rs be sch rie be n 
(h ie r: W ink elaussch läge  de s Pe ndels aufgrund e ine s be i passe nde r Fre q ue nz und 
Am plitude  e rfolge nde n Antrie bs). Als Kontrollparam e te r e igne t sich  be sonde rs die  
(durch  e ine  W irbelstrom bre m se  de finie rt variie rbare ) Däm pfung de s Syste m s.

Be i ge e igne te r W ah l de r Param e te r und Anfangsbe dingunge n e rh ält m an zunäch st 
e ine  re guläre  Sch w ingung. Ve rm inde rt m an die  Däm pfungsstrom stärk e , so tritt be i 
e ine m  be stim m te n W e rt e in ne ue s Ve rh alte n auf. Die  Sym m e trie  w ird ge broch e n, 
inde m  sich  das Ve rh alte n nunm e h r e rst nach  zw e i Pe riode n w ie de rh olt. Man 
sprich t von Pe riode nve rdopplung, die  sich  im  W e ch sel zw e ie r Am plitude n 
be m e rk bar m ach t. Be i w e ite re r Ve rm inde rung de r Däm pfung k om m t e s abe rm als 

Das e xze ntrisch e  Dre h pe ndel

Ch aotisch e s  
Poh lsch e s  Rad

Sch e m atisch e  
Darste llung de s  
e xze ntrisch e n 
Dre h pe nde ls
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zu e ine r Pe riode nve rdopplung: Es tre te n vie r ve rsch ie de ne  Am plitude n auf, e h e  
sich  das Ve rh alte n w ie de rh olt. Nach  w e ite re n Pe riode nve rdopplunge n stellt sich  
sch lie ßlich  e in nich tpe riodisch e s, ch aotisch e s Ve rh alte n e in.

Die se r auch  Fe ige nbaum -Sze nario ge nannte  ge ordne te  und re produzie rbare  
Übe rgang de s Syste m s von e ine m  re guläre n zu e ine m  völlig ch aotisch e n Ve rh alte n, 
ist typisch  für dissipative  Syste m e . Dane be n gibt e s w e ite re  Übe rgangssze narie n, 
die  auch  be im  Dre h pe ndel zu be obach te n sind. Alle  die se  ve rsch ie de ne n 
Ve rh alte nsw e ise n w e rde n durch  die  das Syste m  be sch re ibe nde  nich tline are  
Diffe re ntialgle ich ung e rfasst.

Fe ige nbaum -
Sze nario

Fe ige nbaum sze nario 
de s  ch aotisch e n 
Dre h pe nde ls: 
Sch w ingungsam plitude  
in Abh ängigk e it de r 
Däm pfungsstrom stärk e .
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Be trach te t m an die  ze itlich e  Entw ick lung de r Pe ndelbe w e gung im  Z ustandsraum  
de s Syste m s, e ine m  abstrak te n Param e te rraum , de r im  Falle  de s Dre h pe ndels 
durch  de n Ausle nk ungsw ink el, die  W ink elge sch w indigk e it und die  Ph ase  de r 
Anre gung (bzw. die  Z e it) aufge spannt w ird, so w ick elt sich  die  Traje k torie  de s 
Syste m s zu e ine r gle ich  ble ibe nde n Spirale  auf. Die  Pe riodizität de r Anre gung 
w ird dadurch  be rück sich tigt, dass m an die  Ph ase  zyk lisch  aufträgt. So läuft die  
Spiralbah n auf e ine m  Torus um . Es ist üblich , die  Kom ple xität dadurch  zu 
re duzie re n, dass die  Ph ase  bzw. die  Z e it h e rausprojizie rt w ird und so e ine  
zw e idim e nsionale  Darstellung e ntste h t. Eine  re guläre  Sch w ingung läuft dann auf 
e ine  ge sch losse ne  Kurve  (Gre nzzyk lus) im  zw e idim e nsionale n Z ustandsraum  
(Ph ase nraum ) h inaus. De n Torus ode r Gre nzzyk lus be ze ich ne t m an auch  als 
Attrak tor de s Syste m s, w e il die se  Figur das Syste m ve rh alte n ge w isse rm aße n 
anzie h t, von w elch e n Anfangsbe dingunge n auch  im m e r de r Start e rfolgt.

Die  Pe riode nve rdopplung k om m t im  Attrak tor durch  zusätzlich e  Sch le ife n zum  
Ausdruck , e h e  sich  die  Kurve  w ie de r sch lie ßt. Auch  das ch aotisch e  Ve rh alte n 
k ann durch  e ine n so ge nannte n ch aotisch e n ode r seltsam e n Attrak tor 
ch arak te risie rt w e rde n. Trotz ih re r Irre gularität und Unvorh e rsagbark e it 
ve rh alte n sich  die  Traje k torie n nich t stoch astisch , sonde rn zie h e n sich  auf e ine n 
k om pak te n Be re ich  im  Z ustandsraum  zusam m e n. Da sich  aufgrund de r 
Einde utigk e it de r Lösung de r Diffe re ntialgle ich ung die  Traje k torie n nich t 
sch ne ide n dürfe n, e ntste h e n se h r fe ine , blätte rte igartige ’, frak tale  Struk ture n.

Z ustandsraum

Z w e idim e ns ionale r 
Ph as e nraum  m it 
Ausle nk ungsw ink e l und 
W ink e lge sch w indigk e it

Attrak tor
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Das ch aotisch e  Übe rsch lagspe ndel 

Das Übe rsch lagspe ndel be ste h t aus e ine m  
ph ysik alisch e n Pe ndel, das starr an de r Ach se  
e ine s sch w ach e n, m it W e ch selspannung 
be trie be ne n Gle ich strom m otors be fe stigt ist 
(sie h e  Boyse n e t al. 2000, Nordm e ie r e t al. 
2006a). De r m it e ine r ge e igne te n Fre q ue nz und 
Am plitude  be trie be ne  Motor ve rsuch t, de m  
zw e ite n Oszillator se ine  Sch w ingung aufzupräge n.

Je  nach  de m  Ve rh ältnis de r Fre q ue nze n de r 
Sch w ingung k om m t e s zu re guläre n ode r 
ch aotisch e n Be w e gunge n de s Pe ndels. Auch  für 
die se s Syste m  lasse n sich  äh nlich e  
Unte rsuch unge n durch füh re n w ie  be im  
Dre h pe ndel. In de r ne be nste h e nde n Abbildung 
sind e inige  typisch e  Erge bnisse  darge stellt.

Auf de r folge nde n Se ite  be ste h t die  Möglich k e it, 
e in Übe rsch lagpe ndel zu starte n und auszuw e rte n.

Übe rsch lagspe nde l

Übe rsch lagspe nde l: Z e itre ih e  und 
zw e idim e ns ionale r Ph as e nraum . Re guläre  
Z yk le n und Übe rgang zum  Ch aos be i 
Erh öh ung de r Anre gungsam plitude n
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Das ch aotisch e  
Übe rsch lagspe nde l

Eine  dre idim e ns ionale  
Darste llung de s  Pe nde ls, 
w ie  e s  im  Expe rim e nt 
auf de r folge nde n Se ite  
zum  Einsatz k om m t.
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Das ch aotisch e  
Übe rsch lagspe nde l

Folge nde  Param e te r 
k önne n e inge ste llt 
w e rde n:
   Fre q ue nz

   Am plitude

   Däm pfung

>  H ilfe
Eine  k urze  Be sch re ibung 
de r Sim ulation

>  Spe ich e rn
Das D iagram m  im  
Protok oll abspe ich e rn 
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De r ch aotisch e  Prellball

Auf e ine r sinusförm ig sch w inge nde n Lautspre ch e rm e m bran lässt m an e ine n 
Tisch te nnisball h üpfe n. Je  nach  Stoßfre q ue nz und -Am plitude  k om m t e s zu 
re guläre n ode r ch aotisch e n Be w e gunge n (vgl. Buttk us e t al. 19 9 3). 

Die  Be w e gung de s Balls k ann w ie de rum  m it H ilfe  e ine r e infach e n 
nich tline are n Diffe re ntialgle ich ung be sch rie be n und num e risch  sim ulie rt 
w e rde n. Als Ordnungsparam e te r bie te t sich  die  Ste igh öh e  de s Balle s an, die  
in Abh ängigk e it de r Sch w ingungsam plitude  de r Me m bran ode r de r 
Antrie bsfre q ue nz als Kontrollparam e te r unte rsuch t w ird. Es stellt sich  
e be nfalls e in für ch aotisch e  Syste m e  typisch e s Bifurk ationssze nario e in. 

Die  Stöße  de s Balls auf de r Me m bran w e rde n m it H ilfe  e ine s Mik roph ons auf 
e ine n Kanal e ine s Z w e ik anal-Spe ich e r-Oszillosk ops übe rtrage n. Auf de m  
zw e ite n Kanal w ird das Signal de s Sinusge ne rators aufge ze ich ne t, de r die  
Me m bran in Be w e gung h ält. So k önne n sow oh l die  be ide n Signale  übe r de r 
Z e it ge tre nnt als auch  im  XY-Modus ge ge ne inande r auftrage n w e rde n. Im  
e rste n Fall e rh ält m an die  für re guläre s bzw. ch aotisch e s Ve rh alte n typisch e n 
Z e itre ih e n. Im  zw e ite n Fall ze igt sich  e ine  Art Attrak tor, de r im  re guläre n 
Sch w ingungsbe re ich  durch  e infach  ode r m e h rfach  ge sch losse ne  Kurve n und 
be i ch aotisch e n Be w e gunge n durch  e in k om pak te s, irre guläre s Ge bilde  
ge k e nnze ich ne t ist.

Sch w ingungsm ode n:
Eine r-, Z w e ie r- und 
Vie re rzyk lus; ch aotisch e  
Be w e gung im  XY-Modus

Ch aotisch  h üpfe nde r 
Ball

Sch e m atisch e  
Darste llung de s  
Ve rsuch saufbaus
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De r ch aotisch e  
Pre llball

Folge nde  Mate rialie n 
w e rde n noch  be nötigt:

    Ein Tisch te nnisball
    Ein Basslautspre ch e r
    Ein Ve rstärk e r
    Ein Uh rglas
    Ein Mik rofon

>  Spe ich e rn
Das D iagram m  im  
Protok oll abspe ich e rn
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Ele k trom agne tisch e  Sch w inge r

Ein e infach  zu re alisie re nde r ele k trodynam isch e r 
ch aotisch e r Oszillator ist de r RCL-Se rie nsch w ing-
k re is, in de m  e ine  Kapazitätsdiode  das nich tline a-
re  Ele m e nt bilde t. Die  Kapazität variie rt 
nich tline ar m it de r anlie ge nde n Spannung. De r 
Sch w ingk re is w ird m ittels e ine s Fre q ue nzge ne ra-
tors in de r Näh e  de r Re sonanzfre q ue nz de s 
Sch w ingk re ise s pe riodisch  ange trie be n. 

Eine  m ath e m atisch e  Be sch re ibung e rh ält m an, w e nn m an in de r 
Sch w ingungsgle ich ung de s Syste m s e ine n nich tline are n Ausdruck  für die  Kapazität 
e inse tzt, de r sich  aufgrund e ine s e infach e n Modells e rgibt (W ie rzioch  19 88). 
Expe rim e ntell lässt sich  das Ve rh alte n unm ittelbar m it H ilfe  e ine s Oszillosk ops 
aufze ich ne n.

W ie  de r Ve rgle ich  de r be re ch ne te n und e xpe rim e ntell e rm ittelte n Z e itre ih e n ze igt, 
e rgibt sich  e ine  frappie re nd gute  Übe re instim m ung von Expe rim e nt und Th e orie .

Ch aotisch e r RCL-
Sch w ingk re is

Ph as e ndiagram m  
e ine r ch aotisch e n 
Sch w ingung

Fe ige nbaum  de s  RCL-
Sch w ink re is e s
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Ch aotisch e s W asse rrad

Im  Unte rsch ie d zu de n bish e r sk izzie rte n Syste m e n be sitzt das ch aotisch e  
W asse rrad k e ine n pe riodisch e n, sonde rn e ine n k ontinuie rlich e n Antrie b, so dass 
ih m  von auße n k e in Z e itrh yth m us aufge prägt w e rde n k ann. Es m uss se ine n 
‚Rh yth m us’ selbst finde n, inde m  e s die  e rzw unge ne n Be w e gunge n m it de n 
Syste m param e te rn und de m  Ene rgie ange bot ‚autonom ’ in Eink lang bringt. 

Das W asse rrad be ste h t aus de m  Laufrad e ine s Fah rrads, das sich  um  e ine  
h orizontal gelage rte  Ach se  dre h e n k ann und de sse n Felge  m it dre h bar gelage rte n, 
nach  obe n ge öffne te n  Be h älte rn ve rse h e n ist. Die  Be h älte r be sitze n e in k le ine s 
Loch  im  Bode n, durch  das W asse r abflie ße n k ann. W e nn die  Be h älte r von obe n 
be re gne t w e rde n, w ird das Rad aufgrund unte rsch ie dlich e r W asse rstände  
e xze ntrisch  und k ann sich  in die  e ine  ode r ande re  Rich tung dre h e n (vgl. 
Nordm e ie r e t al. 2003).

Vide o

Ch aotisch e s  Ve rh alte n

Vide o

Stabile  Sch w ingung

Ch aotisch e s  
W ass e rrad

Das W ass e rrad im  
Expe rim e nt
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Be trach te t m an die  Dre h ge sch w indigk e it als Ordnungsparam e te r und die  
W asse rzuflussrate  als Kontrollparam e te r, so e rgibt sich  durch  Variation de r 
Z uflussrate  das folge nde  Sze nario:

• Be ginnt m an m it e ine r se h r k le ine n Z uflussrate , so ble ibt das W asse rrad 
zunäch st in Ruh e . Selbst, w e nn das Rad k urz ange stoße n w ird, bilde t sich  
die  Störung se h r sch nell w ie de r zurück . 

• Erst w e nn die  Z uflussrate  e ine n e rste n k ritisch e n W e rt e rre ich t, w ird das 
Rad instabil und e s k om m t zum  Sym m e trie bruch . Das vorh e r ruh e nde  Rad 
be ginnt, sich  in de r e ine n ode r ande re n Rich tung zu dre h e n. Die  
Dre h rich tung h ängt vom  Z ufall ab.

• Be i w e ite re r Erh öh ung de r Z uflussrate  k om m t e s be i e ine m  zw e ite n 
k ritisch e n W e rt zu e ine m  e rne ute n Sym m e trie bruch , de r sich  in e ine r 
Dre h rich tungsum k e h r äuße rt.

• Be i fortge se tzte r Erh öh ung de r Z uflussrate  tritt e in dritte r Sym m e trie bruch  
auf. Das Rad dre h t sich  ch aotisch : Nach  e inige n Um läufe n ände rt sich  
je w e ils unvorh e rse h bar plötzlich  die  Dre h rich tung.

• Das Syste m  ge h t sch lie ßlich  be i e xtre m  h oh e r Z uflussrate  infolge  e ine s 
vie rte n Sym m e trie bruch s nach  de m  Ch aos in e ine  re guläre  Sch w ingung 
übe r, das W asse rrad sch w ingt nun w ie  e in Dre h pe ndel h in und h e r.

Sym m e trie brüch e

Sch e m atisch e r Aufbau
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Die  Be w e gungsgle ich ung de s Syste m s lässt sich  unte r de r Vorausse tzung, dass 
m an die  Be h älte r k ontinuie rlich  übe r die  Radfelge  ve rte ilt ansie h t, m it H ilfe  de r 
ne w tonsch e n Be w e gungsgle ich ung h e rle ite n. Es h andelt sich  um  e ine  
nich tline are  Diffe re ntialgle ich ung, die  m it H ilfe  e ine r line are n 
Koordinate ntransform ation in e in Syste m  von dre i Diffe re ntialgle ich unge n 
übe rfüh rt w e rde n k ann, das als Lore nz-Syste m  be k annt ist (Nordm e ie r e t al. 
2003). 

Im  Z ustandsraum , de r durch  die  dre i Variable n de s Syste m s aufge spannt w ird, 
e rk e nnt m an, dass auch  die  ch aotisch e  Be w e gung zu e ine m  k om pak te n Ge bilde , 
de n für die se s Syste m  typisch e n Lore nzattrak tor füh rt.

Lore nzattrak tor 

Lore nzgle ich unge n
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De r ‚tropfe nde  W asse rh ah n’ ge h ört zu de n e rste n Syste -
m e n, die  als m öglich e  Re alisatione n ch aotisch e r Syste m e  
vorge sch lage n w urde n (Rössle r 19 77). Es ze igt sich  näm -
lich , dass die  Tropfe nfolge  e ine s nich t völlig zuge dre h te n 
W asse rh ah ns nich t nur re gelm äßig, sonde rn auch  völlig 
ch aotisch  e rfolge n k ann.

Im  Unte rsch ie d zu de n bish e r sk izzie rte n Syste m e n ist 
de m  tropfe nde n W asse rh ah n die  Dynam ik , die  zu 
die se m  Ve rh alte n füh rt, nich t unm ittelbar anzuse h e n.

Erst e ine  näh e re  Be trach tung de r Dynam ik  de s Tropfvorgangs ze igt, dass e s sich  h ie r 
um  die  Kopplung zw e ie r Sch w ingungsvorgänge  h andelt. Die  e ine  Sch w ingung be ste h t 
aus de m  Ansch w elle n und Ablöse n de s Tropfe ns, die  zw e ite  aus de m  ge däm pfte n 
Z urück sch nelle n de s Re sttropfe ns (Buttk us e t al. 19 9 5).

Als Ordnungsparam e te r für das Tropfph änom e n bie te t sich  de r Abstand zw e ie r 
aufe inande r folge nde r Tropfe n an, de r sich  m it H ilfe  zw e ie r Lich tsch rank e n m e sse n 
lässt. Als Kontrollparam e te r k om m t die  Flie ßrate  de s nach ström e nde n W asse rs in 
Frage , die  proportional zur W asse rh öh e  in e ine m  Be h älte r ist, aus de m  das W asse r 
h e raustropft.

Sch e m atisch e r Aufbau zur Unte rsu-
ch ung de s  tropfe nde n W ass e rh ah ns

De r tropfe nde  W asse rh ah n

Ch aotisch  tropfe nde r 
W ass e rh ah n
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Das Expe rim e nt läuft auf die  Me ssung de r Tropfab-
stände  be i ve rsch ie de ne n W asse rh öh e n h inaus. Je  nach  
de r Flie ßrate  e rh ält m an e ine  re guläre  ode r ch aotisch e  
Tropffolge , die  be i ge naue re r Unte rsuch ung durch  e in 
Fe ige nbaum sze nario ine inande r übe rge h e n.

Durch  ge sch ick te s Z äh le n de r Tropfe n k önne n nich t nur 
e inzelne  re guläre  und ch aotisch e  Be re ich e  ausge m ach t, 
sonde rn darübe r h inaus k ann e in relativ de taillie rte r 
Übe rblick  übe r das Ge sam tve rh alte n in Form  zw e ie r 
ge ge nläufige r ‚Fe ige nbäum e ’ ge w onne n w e rde n.

Bifurk ationsdiagram m  de s  
ch aotisch  tropfe nde n 
W ass e rh ah ns
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Ch aos und Struk turbildung

Ch aotisch e  Sch w ingunge n

Das ch aotisch e  Übe rsch lagspe ndel 

De r ch aotisch e  Prellball

Ch aotisch e s W asse rrad

De te rm inistisch  und unvorh e rsagbar

Inh alt
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